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ΛΥΚΕΙΩΝ 
ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
 
 
ΘΕΜΑ Α 
 
Α1. 
 
Απόδειξη βιβλίου σελ 334-335 
 
Α2. 
 
Ορισµός βιβλίου σελ 246 
 
Α3. 
α) Λ 
β) Σ 
γ) Σ 
δ) Λ 
ε) Σ 
 
ΘΕΜΑ Β 
 
Β1. 
(z 2)(z 2) z 2 2− − + − = ⇔  

(z 2)(z 2) z 2 2− − + − = ⇔  
2

z 2 z 2 2 0− + − − =  
 
Θέτουµε z 2 0ω = − ≥  

Άρα, 2 2 0ω + ω − =  
 

1,2

1 4 1 ( 2) 9

2 0 ί1 3
1 0 ή2

∆ = − ⋅ ⋅ − =

− < απορρ πτεται− ±
ω = =

> δεκτ
 

 
Οπότε,  

Για 
iz x y

i1 z 2 1 (x y ) 2 1
= +

ω = ⇔ − = ⇔ + − = ⇔  
2

i i(x 2) y 1 (x 2) y 1− + = ⇔ − + = ⇔  
2 2(x 2) y 1− + =  

Άρα ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος µε κέντρο Κ(2,0) και ακτίνα ρ=1. 



 

 

 
Είναι,  
z (z 2) 2 z 2 2= − + ≤ − + ⇔  

z 1 2 z 3≤ + ⇔ ≤  
 
Β2. 
 
Εφόσον z1, z2 ρίζες της εξίσωσης 2w w 0+ β + γ = προκύπτει 1 2z x yi z x yi= + και = −  

1 2Im(z ) Im(z ) 2− = ⇒  

y ( y) 2 2y 2 y 1 y 1− − = ⇒ = ⇒ = ⇒ ±  
Από τύπους Vieta έχουµε: 

1 2S z z 2x= + = −β ⇒ = −β  
2 2

1 2P z z x y= = γ ⇒ + = γ  

( )2 2
1z 2 1 x yi 2 1 x 2 y 1− = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒  

2
2 2

2

y 1 x 4x 4 1 1
x 4x 4 y 1

y 1 x 4x 4 1 1

= ⇒ − + + = ⇒ − + + = ⇒
= − ⇒ − + + = 

 

2x 4x 4 1⇒ − + + 1= ( )22x 4x 4 0 x 2 0 x 2 0 x 2⇒ − + = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  

Άρα 2x 2 2 4β = − = − ⋅ = −  

Οπότε 2 2 2x y 2 1 5γ = + = + =  
 

 
B3. 
Είναι 3 2 3 2

2 1 2 1v v v 0 vο ο+ α + α + α = ⇒ = −α ν − α ν − α ⇒  
3 2

2 1| | | |ο⇒ ν = −α ν − α ν − α  
Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε 
 

3 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1| | | | | | | | | | | || | | || | | | 3 | | 3 | | 3ο ο ον = α ν + α ν + α ≤ α ν + α ν + α ≤ α ν + α ν + α ≤ ν + ν +  

 
οπότε ισχύει 3 2| | 3 | | 3 | | 3ν ≤ ν + ν +  
 
Είναι επίσης  3 3| | 1 | |ν − < ν  οπότε 

3 3 2| | 1 | | 3 | | 3 | | 3ν − < ν ≤ ν + ν + ⇒  
3 3 2| | 1 | | 3(| | | | 1)ν − < ν ≤ ν + ν + ⇒  

( ) ( ) ( )2 2: | | | | 1 0 3
3 2

2

1 | | | | 1| | 1
| | 1 3(| | | | 1) 3

| | | | 1

ν + ν + > ν − ν + ν +ν −
⇒ ν − < ν + ν + ⇒ < ⇒

ν + ν + 2| | | | 1ν + ν +
3< ⇒  

| | 1 3 4⇒ ν − < ⇒ ν <  
 
          



 

 

ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ1. 
 
(f (x) x) (f (x) 1) x′+ ⋅ + = ⇒  

2
3 x

f (0) 1 g(x) x 3 1
2

= = + −  

2(f (x) x) (f (x) x) 2x′+ ⋅ + = ⇒  

( ) ( )2 2(f (x) x) x′ ′+ = ⇒  

( )2 2f (x) x x c+ = +  

( )2 2f (0) 0 c c 1= + ⇒ =  

( )2 2f (x) x x 1+ = +  
2f (x) x x 1+ = ± +  

 

Αν 2f (x) x x 1+ = − +  
Για x 0 f (0) 0 1= + = − ⇒ 1 1, ύ= − αδ νατο  

Άρα 2 2f (x) x x 1 f (x) x 1 x, x+ = + ⇒ = + − ∈�  
 
Γ2. 
 
f (g(x)) 1=  

2f (x) x 1 x= + −  
2

2

2 2 2

2x x x x 1
f '(x) ( x 1 x) ' 1 1

2 x 1 x 1 x 1

− +
= + − = − = − =

+ + +
 

 
Για x R∈ έχουµε: 

2 2x 1 x x x+ > = ≥ ⇔  
2 2x 1 x x x 1 0+ > ⇔ − + <  

 
 
Άρα f '(x) 0<  για κάθε x R f ί ί R∈ ⇒ γνησ ως φθ νουσα στο  άρα είναι και «1-1» 
 
Οπότε 
 

f "1 1"

f (g(x)) 1 f (g(x)) f (0) g(x) 0
−

= ⇔ = ⇔ = ⇔  
 

2
3 3 23x

x 1 0 2x 3x 2 0
2

⇔ + − = ⇔ + − =  

 



 

 

Θεωρούµε  
3 2(x) 2x 3x 2, xΦ = + − ∈�  
2(x) 6x 6x 6x(x 1)′Φ = + = +  

 
 

• Για ( ]1x A , 1∈ = −∞ −  

( ( ]1
1 x

1

  ή  A ( , 1]
( ) lim (x) , f ( 1) , 1

ί ύ →−∞

Η Φ συνεχ ς στο = −∞ −  ⇒ Φ Α = Φ − = −∞ − Η Φ γνησ ωςα ξουσα στο Α 
 

 
Όπου ( 1) 2 3 2 1Φ − = − + − = −  

3 2 3

x x x
lim (x) lim (2x 3x 2) lim 2x
→−∞ →−∞ →−∞

Φ = + − = = −∞
 

 
Το ( ]1 10 ( ) (x) 0 έ ί , 1∉Φ Α ⇒ ηΦ = δεν χειρ ζες στο Α = −∞ −  
  

• Για [ ]2x A 1,0∈ = −  

Η Φ συνεχής στο [ ]2 2A 1,0 ί ί= − και γνησ ως φθ νουσα στο Α ⇔  

[ ] [ ]2 2( ) (0), ( 1) ( ) 2, 1Φ Α = Φ Φ − ⇒ Φ Α = − −  

 
Το 20 ( )∉Φ Α ⇒  Η Φ(x) δεν έχει ρίζες στο [ ]2A 1,0= −  
 

• Για 3x [0, )∈ Α = +∞  

Η Φ συνεχής στο 3 3A [0, ) ί ύ= +∞ και γνησ ως α ξουσα στο Α ⇔  

)3 2x
( ) (0) , lim (x) ( ) [ 2 , )

→+∞
Φ Α = Φ Φ ⇒ Φ Α = − + ∞  

 
Το 30 ( )∈Φ Α ⇒  Υπάρχει τουλάχιστον ένα 0 3x [0, )∈ Α = +∞ ώστε Φ(x0)=0 

H Φ 3ί ύ A [0, )γνησ ως α ξουσα στο = +∞ ⇒  Υπάρχει µοναδικό 0x [0, )∈ +∞  ώστε Φ(x0)=0 

Άρα τελικά  η Φ(x) = 0 έχει µοναδική ρίζα [ )0x 0 ,∈ + ∞  
 
 
Γ3. 

0

0

0 0

x
4

f (t) dt f x x
4π

−

π = − ⋅εϕ 
 ∫   



 

 

Έστω η 
0

x
4

h(x) f (t)dt f x x
4π

−

π = − − ⋅εϕ 
 ∫   

Η f συνεχής στο R και η x
4
π

−  παραγωγίσιµη στο R άρα 
0

x
4

f (t)dt
π

−

∫  παραγωγίσιµο 

Ακόµη η f συνεχής άρα η f x
4
π − 

 
 συνεχής ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων  

Άρα η h συνεχής στο 0 ,
4
π 

  
 ως πράξη συνεχών  

 
0

4

h(0) f (t)dt f 0
4π

−

π = − − ⋅ εφ 
 ∫

0
0

4

f (t)dt 0
π

−

= >∫  

Επειδή 2 2x 1 x x x+ > = ≥ ⇒   

            2 2x 1 x x 1 x 0+ > ⇒ + − > ⇒  
            

0

4

f (x) 0 f (t) dt 0π
−

> ⇒ >∫   

h 0 f (0) 1 1 1 0
4 4
π π  = − ⋅εϕ = − ⋅ = − < 

 
  

Από ΘΒ υπάρχει ένα τουλάχιστον 0x 0 ,
4
π ∈ 

 
 ώστε 0h(x ) 0=   

 
 
ΘΕΜΑ ∆ 
 
f ί ύ (0, )′ γνησ ως α ξουσα στο +∞  
 
∆1. 
 

x f (t) 1
g(x) dt x 1 1

t 1α

−
= > α >

−∫  

 

h 0 h 0

f (1 5h) f (1 h) f (1 5h) f (1) f (1 h) f (1)
lim 0 lim 0

h h→ →

+ − − + − − − +
= ⇒ = ⇒  

h 0 h o

f (1 5h) f (1) f (1 h) f (1)
lim lim 0

h h→ →

+ − − −
− = ⇒  

 
5f (1) ( f (1)) 0 6f (1) 0 f (1) 0′ ′ ′ ′− − = ⇒ = ⇒ =  
 
 
 



 

 

Είναι  
h 0

f (1 h) f (1)
f (1) lim

h→

+ −′ =   και  

 

• 
h 0 h 0 t 0

f (1 5h) f (1) f (1 5h) f (1) f (1 t) f (1)
lim 5lim 5lim 5f (1)

h 5h t→ → →

+ − + − + − ′= = =  

5h t

h 0 t 0

=

→ →
 

 

• 
h 0 h 0 t 0

f (1 h) f (1) f (1 h) f (1) f (1 t) f (1)
lim lim lim f (1)

h h t→ → →

− − − − + − ′= − = − = −
−

 

h t

h 0 t 0

− =

→ →
 

 
 

Για x>1 
f ' . ύ

f '(x) f '(1) f '(x) 0 f ί ύ
γν α ξουσα

⇒ > ⇒ > ⇒ γνησ ως α ξουσα  

    
f ' . ύ

0 x 1 f '(x) f '(1) f '(x) 0 f ί ί
γν α ξουσα

< < ⇒ < ⇒ < ⇒ γνησ ως φθ νουσα  
Για x=1 f '(1) 0⇒ =  

 
 
Άρα η f παρουσιάζει στο xo=1 ολικό ελάχιστο. 
 
∆2. 
 

Η 
f (t) 1

t 1
−

−
 συνεχής για  t > 1 ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων  

Οπότε η g(x) παραγωγίσιµη για x > 1 µε  
f (x) 1

g '(x) , x 1
x 1

−
= >

−
 

  
Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x0=1  
 
f (1) f (x) 1 f (x)≤ ⇔ ≤ ⇔  
f (x) 1 0

g '(x) 0
x 1 0

− ≥ 
⇒ ≥

− > 
 

Η ισότητα θα ισχύει για x=1 . Άρα για x 1 g (x) 0 g . ύ′> ⇒ > ⇒ γν α ξουσα  



 

 

 
 

Έχουµε 
2 4

2 4

8x 6 2x 6

8x 5 2x 5

g(u)du g(u)du
+ +

+ +

>∫ ∫   (1) . Ορίζουµε ( )
x 1

x

F(x) g(u)du x 1 ,
+

= ∈ + ∞∫  

 
Η g συνεχής για x > 1 οπότε  

x 1 c x 1 x x 1

x x c c c

F(x) g(u)du g(u)du g(u)du g(u)du g(u)du
+ + +

= = + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Οπότε  F '(x) g(x) g(x 1)= − + +  
 

Για 
g . ύ . , x 1

x x 1 g(x) g(x 1)
γν α ξ >

< + ⇒ < + ⇒  
g(x 1) g(x) 0⇒ + − > ⇒ F'(x) 0 F ί ύ> ⇒ γνησ ως α ξουσα  

 
Άρα η (1) γράφεται 

F . ύ
2 4 2 4F(8x 5) F(2x 5) 8x 5 2x 5

γν α ξουσα

+ > + ⇒ + > + ⇒  
4 2 2 22x 8x 0 2x (x 4) 0⇒ − < ⇒ − <  

Για 2x 1 2x 0> ⇒ >  
Άρα 2 2x 4 0 x 4 x 2− < ⇒ < ⇒ < ⇒  

( )
x 1

2 x 2 x 1 , 2
>

⇒ − < < ⇒ ∈  
 
∆3.  
 

f (x) 1
g '(x)

x 1
−

=
−

 

2

f '(x) (x 1) f (x) 1
g ''(x)

(x 1)
⋅ − − +

=
−

 

2(x 1) 0− >  
 
Άρα για να είναι κυρτή πρέπει  
g ''(x) 0 f '(x) (x 1) f (x) 1 0> ⇒ ⋅ − − + >  

x 1 0

f '(x) (x 1) f (x) 1
− >

⋅ − > − ⇒  

1x
)1(f)x(f

)x(f
1x

1)x(f
)x(f

−
−

>′⇒
−

−
>′  (1) 

Από Θ.Μ.Τ. για την f στο διάστηµα [ ]1 , x  προκύπτει ότι υπάρχει                                                  

( )1 , xξ∈ ώστε 
f (x) f (1)

f '( )
x 1

−
ξ =

−
 (2) 



 

 

Από (1) και (2) f '(x) f '( )⇒ > ξ  όµως  
f ' . .

1 x f '(1) f '( ) f '(x)
γν αυξ

< ξ < ⇒ < ξ <  
Άρα  f '(x) f '( ) 0− ξ >  άρα ισχύει , οπότε η g κυρτή 
 
Α΄ τρόπος 
Έχουµε ( ) ( ) ( )1 g(x) f ( ) 1 x , 1 , x 1α − = α − − α α > >  
Για x=α ισχύει η ισότητα οπότε είναι ρίζα.  
Έστω ότι η εξίσωση αυτή έχει και άλλη ρίζα 0x 1> ,  

δηλαδή 0 0 0( 1)g(x ) (f( ) 1)(x ) x g( ) 0α − = α − − α µε ≠ α και α =    

0

0

g(x ) g( ) f ( ) 1 f ( ) 1
(1) g ( )

x 1 1
− α α − α −′= µε α =
− α α − α −

  

• Αν 0xα <  

Από ΘΜΤ. υπάρχει ( )1 0, xξ ∈ α   

0
1

0

g(x ) g( )
g ( )

x
− α′ ξ =
− α

  

Όµως 
g . ύ

1 0 1x g ( ) g ( )
′ γν α ξουσα

′ ′α < ξ < ⇒ α < ξ  άρα δεν ισχύει η ισότητα οπότε η (1) είναι αδύνατη. 

• Αν 0xα >  

Από ΘΜΤ. υπάρχει ( )1 0x ,ξ ∈ α  

0
1

0

g(x ) g( )
g ( )

x
− α′ ξ =
− α

  

Όµως 
g . ύ

0 1 1x g ( ) g ( )
′ γν α ξουσα

′ ′< ξ < α ⇒ ξ < α  άρα δεν ισχύει η ισότητα οπότε η (1) είναι αδύνατη. 
 
Β΄ τρόπος 
 
Η εξίσωση εφαπτοµένης της g στο Μ(α , g(α)) είναι: 
y g( ) g ( )(x ) g( ) 0

f ( ) 1 f ( ) 1
y (x ) (x) g ( )

1 1

′− α = α − α α =

α − α −′= − α = ω α =
α − α −

 

Επειδή η g είναι κυρτή οποιαδήποτε εφαπτοµένη θα βρίσκεται κάτω από την Cg εκτός από το 
σηµείο επαφής δηλαδή: 
g(x) (x)≥ ω  

Η ισότητα ισχύει µόνο για το σηµείο επαφής δηλαδή το σηµείο ( )M , g( )α α . 
 
Γ΄ τρόπος  
 
( ) ( )( )1 g(x) f ( ) 1 x , 1 , x 1α − = α − − α α > >  

Οπότε ( )f ( ) 1
g(x) x

1
α −

= − α
α −

 και 
f ( ) 1

g ( )
1

α −′ α =
α −

 



 

 

Έστω η συνάρτηση ( ) ( )f ( ) 1
h(x) g(x) x h(x) g(x) g ( ) x

1
α − ′= − − α ⇒ = − α − α
α −

 

Είναι h (x) g (x) g ( )′ ′ ′= − α  

• Αν 
g . .

x g (x) g ( ) g (x) g ( ) 0 h (x) 0 h(x) . ύ
′ γν αυξ

′ ′ ′ ′ ′> α ⇒ > α ⇒ − α > ⇒ > ⇒ γν α ξουσα  
 

Άρα η x = α  µοναδική ρίζα της h 
 

• Αν 
g . .

x g (x) g ( ) g (x) g ( ) 0 h (x) 0 h(x) . ί
′ γν αυξ

′ ′ ′ ′ ′< α ⇒ < α ⇒ − α < ⇒ < ⇒ γν φθ νουσα  
 

Άρα η x = α  µοναδική ρίζα της h 
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