
 

 

 

 

ΤΕΤΑΡΤΗ 19 ΜΑΙΟΥ 2010 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

Θέµα Α 

 

Α.1   
Θεωρία σχολικού σελ. 304 

Α.2 

Θεωρία σχολικού σελ.279 

Α.3 

Θεωρία σχολικού σελ.273 

Α.4 

α)Σ 

β)Σ 

γ)Λ 

δ)Λ 

ε)Σ 

 

 

Θέµα Β 
 

Β.1  

( )
( )

0
2 2

2

1,2

2
2 2 2 2 2 0

2 4 1 2 4 8 4 0

12 12 4 2 2

12 1 2 2

z

z z z z z
z

iii i
z

i

≠

+ = ⇒ + = ⇒ − + =

∆ = − − ⋅ ⋅ = − = − <

+±± ±
= = = =

−⋅

 

 

Β.2 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2010 2010

1 2

22

1

22

2

1005 1005 1005 10052010 2010 2 2 1005 1005

1 2 1 2

0

1 1 2 1 2

1 1 2 1 2

(2 ) ( 2 ) 2 2 0

z z

ί z i i i

z i i i

z z z z i i i i

ναι

+ =

Ε = + = + − =

= − = − − = −

+ = + = + − = − =

 

 



 

 

 

 

 

 

 

Β.3 

1 24 3w i z z− + = −  

Το 1 2z z−  είναι η απόσταση των εικόνων των z1 και z2 δηλαδή των σηµείων Α(1,1) και Β(1,-1) 

( ) ( ) ( )( )22
1 1 1 1 0 2 4 2ΑΒ = − + − − = + = =  

Οπότε το 4 3 2w i− + = είναι κύκλος µε κέντρο το Κ(4,-3) και ακτίνα ρ=2 

Β.4 

Ν.δ.ο. 3 7w≤ ≤  

 

Είναι ( ) ( )2 24 0 ( 3 0) 16 9 25 5OK = − + − − = + = =  

Οπότε 
min

( ) 5 2 3w OK ρ= − = − =  

Και 
max

( ) 5 2 7w OK ρ= + = + =  

 

 

Θέµα Γ 

 

( ) ( )22 ln 1 ,= + + ∈f x x x x R  

 

 

 

 



 

 

Γ.1 

( ) ( ) ( )22
2

2 2 2 2

2 11 2 2 2 2 2
2 1

1 1 1 1 1

x xx x x
f x x

x x x x

+ ++ +′′ = + + = + = =
+ + + +

 

( )
( )2

2

2

2 2

2 1
0 0 1 0

1

1 4 1 1 3 0

1 0 1 0

( ) 0

+ +
′ = ⇒ = ⇒ + + =

+
∆ = − ⋅ ⋅ = − <

∈ + + > + >

′ > ⇒

x x
f x x x

x

ά ά x R x x x

ό f x f ί ύ R

ρα για κ θε και
οπ τε γνησ ως α ξουσαστο

 

 

 

 

Γ.2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

22 2 4

4

22 22 4 2 2

. .
12 2 2

1 1
2

3 2 1
2 3 2 ln 2 3 2 ln 3 2 1 ln 1

1

2 2 3 2 ln 3 2 1 ln 1 2 ln 1 2 3 2 ln 3 2 1

1
3 2 3 2 3 2 0

2

f

f

x
x x x x x x

x

x x x x x x x x

x
f x f x x x x x

x

γν αυξ

−

 − +  − + = ⇒ − + = − + − + ⇒   +  

    ⇒ − − = − + − + ⇒ + + = − + − + ⇒     
=

⇒ = − ⇒ = − ⇒ − + =
=

 

 Γ.3 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 3 2 3 2

2 2
2 2

4x 2 x 1 2x 2x 2 2x 4x 4x 2x 2 4x 4x 4x
f (x)

x 1 x 1

+ + − + + + + + − − −′′ = = =
+ + ( )

2

2
2

2x 2

x 1

− +

+
 

( )
2

2 2 2

2
2

2x 2
f (x) 0 0 2x 2 0 2x 2 x 1 x 1

x 1

− +′′ = ⇒ = ⇔ − + = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±
+

 

 
2f (x) 0 2x 2 0 x ( 1,1) (πρόσηµο τριωνύµου)′′ > ⇒− + > ⇒ ∈ −  

 
 



 

 

( )( )2

0Η f παρουσιάζει στο x 1 σηµείο καµπής µε τιµή f ( 1) 2 ( 1) ln 1 1 2 ln 2= − − = ⋅ − + − + = − +  

2

0H f παρουσιάζει στο x 1 σηµείο καµπής µε τιµή f (1) 2 1 ln(1 1) 2 ln 2= = ⋅ + + = +  

Είναι
( ) ( )

( )

2

2

2 1 2 1 2 2 2 2
f ( 1) 1

21 1

⋅ − + ⋅ − + − +′ − = = =
− +

fεξίσωση εφαπτοµένης της C στο Α( 1, ln 2 2) y (ln 2 2) f ( 1)(x 1)′− − − − = − + ⇒  

y ln 2 2 1 (x 1) y x 1 2 ln 2⇒ − + = ⋅ + ⇒ = + − +  

1ε : y x 1 ln 2= − +  

 

Είναι  
2 1 2 1 2 6

f (1) 3
1 1 2

⋅ + ⋅ +
′ = = =

+
 

( )fεξίσωση εφαπτοµένης της C στο Β(1, ln 2 2) y ln 2 2 f (1) (x 1)′+ − + = ⋅ − ⇒  

y ln 2 2 3(x 1) y ln 2 2 3x 3 y 3x 3 2 ln 2⇒ − − = − ⇒ − − = − ⇒ = − + +  

2ε : y 3x 1 ln 2= − +  

 

Λύνω το σύστηµα ε1, ε2  

1

2

: 1 ln 2
1

: 3 1 ln 2

y x
x

y x

ε

ε

= − +
⇒ −

= − +
ln 2+ 3 1x= − ln 2+  

2 0 0x x= ⇒ =  

 

Άρα το σηµείο τοµής των δύο εφαπτοµένων είναι το σηµείο Γ(0, ln2-1) το οποίο είναι σηµείο του 

άξονα yy’ 

 

 

 

Γ.4 
 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( ) (2 ln( 1) (2 ln( 1))I xf x dx x x x dx x x x dx
− − −

= = + + = + +∫ ∫ ∫  

1 1

2 2

1 1

2 ln( 1)x dx x x dx
− −

= + +∫ ∫  

1 13
2 2

11

1
2 ( 1) ' ln( 1)

3 2

x
x x dx

−−

 
= + + + 

 
∫  

3 3
1

2 2 2

1

1 ( 1) 1
2( ( 1) ln( 1) ( 1)

3 3 2
x x x

−

−
 = − + + + − +  2

2

1

x

x
⋅

+

1

1

dx
−
∫  

1 1 1
2 ( 2 ln 2

3 3 2

 = + + ⋅ 
 

2 ln 2− ⋅
1

1

) 2xdx
−

 
− 

 
∫  



 

 

2 1
2

3 2
= ⋅ ⋅ 2⋅

1
2

1
2

x

−

 
 
 

 

24 1 ( 1) 4 1 1 1 4

3 2 2 3 2 2 2 3

 −  = − − = − − = =   
  

 

 

 

Θέµα ∆ 

 

( ) ( )

x x

0 0

f (x) x

t t
f (x) x 3 dt f (x) 3 x dt (1)

f t t f t t

≠

− = + ⇒ = + +
− −∫ ∫

 

 

 

∆.1 

 

x

0

Η f (t) συνεχής στο R και f (t) t συνεχής στο R ως διαφορά συνεχών.

t t
Ακόµη συνεχής στο R ως πηλίκο συνεχών άρα και το dt παραγωγίσιµο

f (t) t f (t) t

−

− −∫
 

στο R, 3 x παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική άρα και η f (x) παραγωγίσιµη ως άθροισµα

παραγωγίσιµων συναρτήσεων.

+
 

Παραγωγίζουµε την (1) σχέση

x f (x) x x f (x)
f (x) 1 f (x) , x R (2)

f (x) x f (x) x f (x) x

− +
′ ′= + = ⇔ = ∈

− − −

 

 

 

 

∆.2 

Για να δείξουµε ότι η g είναι σταθερή αρκεί ( ) 0g x′ =  

( )

( )

( )

2

(2)

( ) ( ) 2 ( )

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 0

( )

( )
(2) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

g x f x xf x

ό g x f x f x f x xf x f x f x x f x f x f x

Ά g x c

f x
έ f x f x f x x f x

f x x

οπ τε

ρα

πο χουµε

= −

′ ′ ′ ′= ⋅ − − = − − = − =

=

′ ′Α = ⇔ − =
−

 

 

∆.3 

 

Ά τρόπος 

 

Έχουµε g(x)=c 



 

 

 

Για x=0 η (1) γίνεται  f(0)=3 

2

( )

( ) ( ( )) 2 ( )

g x c

g x f x xf x

=
⇒

= −
 

2( ( )) 2 ( )f x xf x c− =  

x=0      2 2( (0)) 2 0 (0) 3 9f f c c c− ⋅ = ⇒ = ⇒ =  

 

( )

2)

2

2

2 (

2 2 2

2 2 2 2

( ( )) 2 ( ) 9

( ( )) 2 ( ) 9 0

( ) 2 ( ) 9

( ) 2 ( ) 9

( ) 9 ( ) 9 ( ) 9

+

− = ⇒

− − =

− = ⇒

− + = +

− = + ⇒ − = ± + ⇒ = ± +

x

f x xf x

f x xf x

f x xf x

f x xf x x x

f x x x f x x x f x x x

 

Όµως επειδή f(0) = 3 > 0 

Άρα 2( ) 9= + +f x x x  

 

ή ΄Β τρόπος 

 

( )( )
'( ) '( ) ( ) ( )

( )

f x
f x f x f x x f x

f x x
= ⇒ − =

−
 

 

2

2

'( ) ( ) '( ) ( )

'( ) ( ) ( ) '( )

( )
' ( ( )) '

2

( )
( )

2

f x f x xf x f x

f x f x f x xf x

x
f xf x

x
f xf x c

⋅ − =

⋅ = +

  = 
 

= +

 

 

x=0  

2

2 2

(0) 9
0 (0)

2 2

( ) 9
( ) ( ) 2 ( ) 9

2 2

f f c c

x
f xf x f x xf x

= ⋅ + ⇒ =

= + ⇒ = +
 

( )

2)2 (

2 2 2

2 2 2 2

( ) 2 ( ) 9

( ) 2 ( ) 9

( ) 9 ( ) 9 ( ) 9

+− = ⇒

− + = +

− = + ⇒ − = ± + ⇒ = ± +

xf x xf x

f x xf x x x

f x x x f x x x f x x x

 

Όµως επειδή f(0) = 3 > 0 

Άρα 2( ) 9= + +f x x x  



 

 

∆.4 

 
x 1

x

x 1 x 2

x x 1

x 1 α x 1 x x 1

x x α α α

Έστω g(x) f (t)dt

Είναι f (t)dt f (t)dt g(x) g(x 1)

Οπότε αρκεί να δείξουµε ότι g(x) g(x 1) ή g(x 1) g(x) 0

Όµως

g(x) f (t)dt f (t)dt f (t) dt f (t)dt f (t)dt

Οπότε g (x) f (x) f (x 1) (1

+

+ +

+

+ + +

=

< ⇔ < +

< + + − >

= = + = − +

′ = − + +

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

[ ]
[ ]

( )

( )

)

Εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ για την g στο διάστηµα x, x 1

Η g συνεχής στο x, x 1

Η g παραγωγίσιµη στο x, x 1

Από Θ.Μ.Τ υπάρχει ξ (x, x 1) ώστε

g(x 1) g(x)
g ξ g(x 1) g(x)

x 1 x

+

• +

• +

∈ +

+ −′ = = + −
+ −

 

 

Είναι 
2

2

2 2

x 0
2 2 2

2 2

f (x) x x 9 , x R

2x x 9 x
f (x) 1

2 x 9 x 9

x x
f (x) 0 1 0 1 x x 9 x x 9 0 9 αδύνατο

x 9 x 9

<

= + + ∈

+ +′ = + =
+ +

′ = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = − + ⇒ = + ⇒ =
+ +

 

2

2 2

2

Θ.δ.ο. x 9 x 0

Είναι x 9 x x x x x 0 x x που ισχύει

Άρα x 9 x 0

Oπότε f (x) 0 f γνησίως αύξουσα

+ + >

+ + > + ≥ + ≥ ⇒ ≥ −

+ + >

′ > ⇒

 

 

f γν.αύξ. (1) x ξ

Έχουµε

x x 1 f (x) f (x 1) f (x 1) f (x) 0 g (x) 0 g (ξ) 0

Συνεπώς g (ξ) 0 g(x 1) g(x) 0 g(x 1) g(x) άρα αποδείχτηκε.

=

′ ′< + ⇒ < + ⇒ + − > ⇒ > ⇒ >

′ > ⇒ + − > ⇒ + >

 

 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 

Μυλωνίδης Σ. , Τάνης Σ. , Ηλιάδης Κ. 


	Α.2
	Α.3
	Α.4
	Β.1
	Β.3
	Β.4
	Θέμα Γ
	Γ.2
	
	Ά τρόπος

	ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ


